DM n°3 (non noté)

Pour la rentrée des vacances de Paques

Exercice 1 - Polynémes interpolateurs de Lagrange

Soit n un entier naturel non nul, et (x1,...,2,) et (y1, ..., yn) deux familles de réels telles que x1, ..., x,
sont tous distincts (mais pas nécessairement yi, ..., Yn).

Le but de cet exercice est de démontrer de deux fagons différentes qu’il existe un unique polynéme P
de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que pour tout entier k de [1,n], P(xx) = yk.

Par exemple, étant donnés deux points du plan (z1,y1) et (x2,y2) tels que z1 # w9, il existe un unique
droite passant par ces points, donc un unique polynéme f de degré 1 (c’est a dire une fonction affine)
tel que f(xz1) = y1 et f(x2) = yo.

Partie 1

1. Pour tout entier k£ dans [1,n], on pose pour tout réel z, By(x) = H (x — xj).
1<j<n
J#k
(a) Justifier que pour tout indice k entre 1 et n, By est une fonction polynéme de degré n — 1.

(b) Vérifier que pour tous indices k et i entre 1 et n tels que k # i on a Bg(z;) = 0 et que

By(zx) # 0.
II @—=)
By(x) _ 35
2. On pose pour tout indice k entre 1 et n et pour tout réel x, Li(x) = ML) _ 7k .
Bk(xk’) H (;L'k - (L‘j)
1<j<n
J#k
(a) Vérifier que Ly, est une fonction polyndéme de degré n — 1.
1 sik=1
(b) Vérifier que pour tout (k,i) € [1,n]? on a Lg(x;) =
0 sik#i

n
(¢) On pose Q(x) = Z yr L (z). Montrer que @ répond au probléme posé.
k=1

3. On souhaite désormais prouver I'unicité de la solution. On suppose que P et @) sont deux
polynomes de degré n — 1 tels que pour tout k € [1,n], P(xg) = Q(zxr) = k.

(a) Justifier que P — @ est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.
(b) Montrer que P — @ admet n racines distinctes. Conclure

Partie 11

Soit (1, ..., ;) un n-uplets de réels fixés tel que les x; sont tous distincts. On aborde cette-fois ci la
question sous ’angle de I’algebre linéaire en considérant I’application ¢ définit sur R,,_;[X] par :

VP e R, 1[X], @(P)=(P(z1),...., P(z)) € R"

Montrer que ¢ définit une application linéaire de R,,_1[X] vers R".
Montrer que ¢ est injective.
Comparer les dimensions de R,,_1[X] et R™. En déduire que ¢ est bijective.

NS Ot

Justifier enfin que pour tout n-uplet y = (y1, ..., yn) dans R", il existe un unique polynéme P de
R,,—1[X] tel que p(P) =y, c’est a dire tel que : Vk € [1,n], P(xk) = yk.
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Exercice 2

Soient b et r deux entiers naturels non nuls. On considére une urne contenant initialement b boules
blanches et r boules rouges. On procede a des tirages successifs d’une boule au hasard dans cette urne.
Apres chaque tirage on remet la boule tirée dans 'urne et I'on y rajoute une deuxiéme boule de la
méme couleur que celle qui a été tirée.

Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire indicatrice de I’événement « la n-iéme boule
tirée est blanche » — c’est a dire que X, vaut 1 si la n-ieme boule tirée est blanche, et 0 sinon. On
note S, le nombre de boules blanches dans 1'urne a ’issue du n-éme tirage.

1. Déterminer la loi de X1, puis la loi de Xo.
E(Sn)
b+r+n

3. Montrer que, pour tout n > 1, la variable X,, suit la loi de Bernoulli de parametre

2. Montrer que : Vn € N*, P(X,,41 =1) =

b+r

Désormais on suppose que b=1r =1

4. Pour tout n € N* montrer que P(S,, = 1) = et calculer P(S, =n+1).

1
n+1
5. Montrer que pour tout n € N* et tout k € [2,n + 1], on a la relation :

k-1 n+2—k

En déduire que S, suit la loi uniforme sur [1,n + 1].

Exercice 3 - Application du théoréeme des accroissements finis
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat du cours sur les séries de Riemann.

Cas ou o <0
1. Montrer que si a < 0, alors ) n% diverge.
Casoua=1

2. Montrer, a ’aide du théoreéme des accroissements finis, que pour tout entier naturel n strictement
positif :

1
n—+1

<In(n+1)—In(n) <

SN

Indication : on pourra appliquer le TAF a la fonction f(x) = In(z) sur lintervalle [n,n + 1]
3. En déduire que pour tout entier naturel N strictement positif :

N

N
Z(ln(n +1) Z_:

n=1

N—
Z In(n+1) —In(n))

3\'—‘

4. En déduire que Y 1 diverge.

Casoua>0et a#1
Dans toute la suite de I'exercice, o est un réel strictement positif fixé et différent de 1.

5. On pose pour tout réel  strictement positif, f(z) = 1.

(a) (énoncé corrigé) Soit n un entier naturel non nul. Montrer que pour tout = dans 'inter-
valle [n,n+ 1] on a :

1o

e S @<
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(b) (énoncé corrigé) En déduire en utilisant 'inégalité des accroissements finis que pour tout
entier naturel n non nul on a :
|1 —qf 1 1
(n+ 12 = [noe=1 (n41)o1
6. (énoncé corrigé) En utilisant le résultat de la question 2, montrer que pour tout entier naturel
N non nul on a :

[1—al
<

nOl

1
no— 1 n_’_l)afl

1
ne1 " (n+ D)ol

1 N N 1 N—
‘1_042 SZ@ Z
n=1 n=1 n=1

7. (énoncé corrigé) En déduire que pour tout entier naturel N non nul :

1

1 N -
Zia— a—1 1_Na71

1-—
al‘ (N+1

1
8. En déduire que Zgzl — converge si et seulement si a > 1.
n
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